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Une partie conséquente de mes activités de recherche entre 2019 et 2024 a été
consacrée a un projet commun avec Béatrice de Tiliere (Dauphine) et David Cimasoni
(Université de Geneve). Nous avons écrit trois articles, le quatrieme est bientot prét. Ce
projet porte sur les relations entre les modéles de diméres et la géométrie des surfaces de
Riemann maximales.

Une configuration de dimeres (appelée aussi couplage parfait) sur un graphe est un sous-
ensemble d’arétes du graphe qui a la propriété que chaque sommet du graphe touche
exactement une seule aréte de ce sous-ensemble. C’est donc une fagon d’apparier
chague sommet avec un de ses voisins. Le modéle de diméres sur un graphe revient a
définir une mesure de probabilité sur les configurations de diméres de ce graphe. Cet
objet mathématique a l'intersection des probabilités discrétes et de la combinatoire,
permet de modéliser des comportements de transition de phase dans les matériaux, tels
que la fonte de cristaux, ou le ferromagnétisme. Lorsque le graphe est planaire et biparti,
le modéle de dimeres est un processus déterminantal sur les arétes du graphe, comme le
montrent entre autres les travaux de Kasteleyn, Temperley et Fisher, Percus, Kenyon...

On dit qu’une surface de Riemann est réelle si elle posséde une involution antiholomorphe
(analogue a la conjugaison complexe). L’'ensemble des points de la surface invariants par
cette involution (le lieu réel) est constitué d’'un certain nombre de cercles topologiques. Un
théoréme d0 a Harnack dit que le nombre de cercles est toujours inférieur a g+1, ou g est



le genre de la surface (c’est a dire son nombre de trous). Une surface de Riemann
maximale est une surface qui posséde le nombre de cercles maximal, c’est a dire
exactement g+1. L’étude de ces surfaces maximales releve de la géométrie différentielle.
On peut alors se demander quel peut étre le lien entre les surfaces de Riemann
maximales et les modeles de dimeres.

Un premier lien a été établi par Kenyon, Okounkov et Sheffield en 2006 : ils ont démontré
que de nombreuses propriétés probabilistes du modéle de dimeres sur les réseaux
périodiques planaires bipartis pouvaient étre lue sur une courbe algébrique, dite courbe
spectrale, obtenue comme les zéros du polynéme caractéristique du modele. Cette courbe
a toujours des propriétés spéciales : il s'agit d’'une courbe de Harnack, type bien étudié en
géomeétrie algébrique réelle. En particulier, c’est une surface de Riemann maximale.
Kenyon et Okounkov en 2005 ont montré que toute courbe de Harnack était la courbe
spectrale d’'un modéle de diméres sur un réseau planaire périodique biparti, et méme

plus : il y a une correspondance bijective entre les courbes de Harnack, avec un point
marqué sur chaque composante bornée de leur lieu réel, et les modeles de diméres sur
ces réseaux périodiques modulo transformation de jauge et opérations élémentaires. C'est
le théoreme spectral pour les dimeéres. Une construction explicite de I'application qui prend
en argument une courbe algébrique (pas forcément Harnack) et des points marqués, pour
donner un graphe périodique et des poids (pas forcéments positifs) pour les diméres a été
donné par Fock en 2015, utilisant les fonctions theta de Riemann et la prime form sur cette
courbe algébrique vue comme une surface de Riemann.

La question qui nous a intéressés avec Béatrice de Tiliere et David Cimasoni est de voir
ce qu’on pouvait dire pour des graphes planaires bipartis qui n’étaient pas forcément
périodiques. Plutot que, comme Kenyon, Okounkov et Sheffiel, partir du modele de
dimeéres pour calculer la courbe spectrale, nous nous donnons a priori une surface de
Riemann maximale M qui va jouer ce role. Pour chaque graphe planaire biparti infini

« minimal » (c’est a dire réduit vis a vis des opérations élémentaires), on construit grace
aux formules de Fock que I'on étend au-dela du cadre périodique, une matrice de
Kasteleyn, sorte de matrice d’adjacence du graphe, qui va définir les poids pour le modele
de dimeres sur ce graphe. On construit pour chaque point u de M un inverse de la matrice
de Kasteleyn. Cet inverse a une propriété de localité étonnante : la valeur du coefficient
entre deux sommets du graphe ne dépend que de la géométrie du graphe le long d’'un
chemin entre ces deux sommets. Cette propriété tout a fait spéciale permet de construire
pour chacun de ces inverses, une mesure de probabilité sur les configurations de diméres
du graphe infini. Ces mesures ont des propriétés différentes suivant la position de u sur la
surface M. La propriété de localité implique que les probabilités d’événements locaux,
faisant intervenir des arétes dans une région connexe bornée du graphe, ne changent pas
si on modifie le graphe en dehors de cette région.

Si le graphe considéré est périodique, notre construction nous donne deux fonctions
méromorphes sur M, qui en font une courbe algébrique : c’est la courbe spectrale au sens
précédent. Ces travaux étendent donc les travaux de Kenyon et Okounkov, mais aussi un
article de Kenyon de 2000 sur les modéles de dimeres « isoradiaux », qui correspond au
cas ou la surface de Riemann M est une sphére (en genre 0) et la classe de graphe
considérée est plus restreinte. En passant, nous avons été amenés a établir des
caractérisations géométriques de ces graphes minimaux, en termes d’objets que nous
avons appelés des « immersions isoradiales », généralisant les graphes isoradiaux
étudiés par Kenyon, et leur caractérisation donnée par Kenyon et Schlenker.



Outre cette série de travaux, qui a demandé un investissement important, en particulier
pour apprendre des pans importants de la théorie des surfaces de Riemann, j'ai obtenu
avec mes collaborateurs les résultats suivants :

Avec Kilian Raschel, nous avons caractérisé la frontiére de Martin pour la marche
aléatoire tuée sur les graphes isoradiaux, pour un laplacien massique que nous avions
étudiés avec Béatrice de Tiliere, et dont les conductances étaient données par des
fonctions trigonométriques elliptiques de la géométrie du plongement isoradial du graphe.

Avec Jacopo Borga, Valentin Féray et Pierre-Loic Méliot, nous avons abordé la question
de la limite d’échelle et la limite locale de grands tableaux de Young aléatoires de forme
donnée, en étudiant les asymptotiques d’un processus déterminantal.

Avec Théo Ballu, Sevak Mkrtchyan et Kilian Raschel, nous avons étudié un modéle de tas
de sable abélien avec perte sur des graphes périodiques en dimension quelconque. Nous
décrivons la forme limite de la présence de sable lorsqu’on introduit dans le systéme un
grand nombre de grains de sables sur un sommet donné, et qu’on laisse le systeme se
stabiliser au gré des avalanches. Une maniére de décrire cette forme est de dire que c’est
le convexe dual du trou de I'amibe de la courbe spectrale du laplacien massigue associé a
la regle d’éboulement du sable.

Avec Beéatrice de Tiliere, nous avons étudié les configurations de diméres du diamant
aztéque (région particuliere du réseau carré), avec les poids de Fock. Nous donnons en
particulier une formule explicite pour l'inverse de la matrice de Kasteleyn, sous forme
d’une intégrale de contour double sur la surface de Riemann maximale M utilisée pour
définir les poids. Cette expression est propice a une analyse asymptotique pour
déterminer le comportement du modéle dans la limite de grande taille du systeme. Cela
permet de retrouver des résultats récents de Berggren et Borodin pour les poids
périodiques géneériques, et de les étendre en s’affranchissant de leurs conditions
techniques et en traitant les cas non génériques.



